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La pseudodistance de Carathéodory 
sur des ouverts emboîtés 

Jean-Pierre Vigué 

1. Introduction 

On considère une variété analytique complexe A de dimension finie et un ouvert U 
de X. Pour les pseudodistances de Carathéodory ex et cjj, on sait que, V.x, y G U , 


cx(x,y) < cu(x, y). 

Cependant, sous des hypothèses un peu plus fortes, nous montrerons qu’il existe une 
constante k < 1 telle que, Vx,y G U , 


cx(x,y ) < kcu(x, y). 


En particulier, si X est c x -hyperbolique, ce qui signifie que ex est une distance qui définit 
la topologie de X , ceci entraîne que toute application holomorphe / : X —» X telle que 
f{X) C U admet un point fixe unique. 

Ce même problème pour la pseudodistance intégrée de Carathéodory a déjà été étudié 
par H.-J. Reiffen [5], C. Earle and R. Hamilton [1] et J.-P. Vigué [6]. 


2. Rappel sur les pseudodistances invariantes 

Sur le disque unité A C C, on définit la distance de Poincaré oj par la formule : pour 
tous z et w appartenant à A, 


u(z, w) 


tanh 



z — w 

1 — wz 


Ici, tanh -1 désigne l’inverse de la fonction tangente hyperbolique. 

On définit alors la pseudodistance de Carathéodory ex sur une variété analytique 
complexe X par la formule : pour tous x et y appartenant à A, 


cx(x,y ) = su P<p€H(X)A) u;(<p(x),^(y)), 

où H(X , A) désigne l’ensemble des applications holomorphes de X dans le disque-unité A. 
Comme A est homogène et que les automorphismes analytiques de A sont des isométries 
pour a;, on peut supposer de plus que <p(x) — 0. 

On vérifie facilement que c A = oo et que c x est une pseudo distance invariante, ce qui 
signifie que toute application holomorphe / : X —» Y vérifie, pour tous x et y appartenant 
à A, 

cy( f (x), f (y)) < cx(x,y) 
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et est donc contractante (au sens large)(voir [2,3 et 4]). 

3. Lemme de convexité 

On a le lemme de convexité suivant. 

Lemme 3.1. Soit r < 1 un nombre positif. Alors, pour tout x > 0, 

tanh -1 (rtanli(x')) < rx, 

où tanli désigne la fonction tangente hyperbolique et tanh -1 son inverse. 
Démonstration. On a : 


(tanh 1 ) / (x) = 1/(1 — x 2 ), 
et 


(tanh l )"(x) — 2x/{l — x 2 ) 2 . 

Par suite, (tanh -1 ) (x) est positif pour x > 0, et la fonction tanh -1 est convexe 
sur [0, 1[. On peut alors utiliser l’inégalité de convexité au point rtanh(x') sur le segment 
[0, tanhx], et on trouve 

tanh -1 (rtanh(x')) < rtanh -1 (tanh(x;)) < rx, 
et le résultat est démontré. 

4. La pseudodistance de Carathéodory sur des ouverts emboîtés 

Nous pouvons montrer le théorème suivant. 

Théorème 4.1. Soit X une variété analytique complexe. Soit U un ouvert de X 
borné pour la pseudodistance de Carathéodory ex- Soit M = sup xe u,yeucx(x,y)et soit 
k — tanh M < 1. Alors, pour tout x G U, pour tout y EU, 

c x (x,y)<kcu(x,y). 

Démonstration. Remarquons que k — 0 signifie que \/x G U, Vy G U, cx(x,y ) = 0, 
et le résultat est évident. On peut donc supposer k > 0 et soit x un point de U. Soit 
/ : X —» A une application holomorphe telle que f(x) — 0. Du fait que / est contractante 
pour la pseudodistance de Carathéodory, on déduit que, \/y G U, 

CA{f{x)J{y)) < c x (x,y ) < M. 

Par suite, |/(y)| < tanhM — k < 1. 

On en déduit que la fonction ip définie par p(z) — (1 /k)f(z) envoie U dans le disque-unité 
A. Ceci implique que 


°u (x, y) > c A ((l/fc)|/(aO|, (l/k)\f(y)\), 
cu(x,y) > tanh -1 ((l/fc)|/(y)|). 

En prenant la borne supérieure pour toutes les applications holomorphes / : X —» A 
telles que f(x) = 0, on trouve 
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Par suite, 


cjj{x,y ) > tanh 1 ((l//c)tanhcx(^, y))- 


et 


tanh cjj(x,y) > (l/k)tanhcx{x,y) 


tanli 1 (fctanhc[/(æ, y)) > cx(x,y). 

D’après le leimne 3.1, on a kcjj(x,y ) > cx(x,y), et le théorème est démontré. 

En particulier, si U est relativement compact dans X, alors U est borné pour ex- On 
peut donc utiliser le théorème précédent et on a le corollaire suivant. 

Théorème 4.2. Soit X une variété analytique complexe. Soit U un ouvert de X 
relativement compact dans X, soit M — sup xe u, y eu c x(x, y) et soit k = tanh M < 1. Alors, 
pour tout x G U, pour tout y EU, 
c x (x,y)<kc u (x,y). 

On en déduit le corollaire 4.3. 

Corollaire 4.3. Soit X une variété ex-hyperbolique et soit f : X —* X une ap¬ 
plication holomorphe telle que /(X) soit relativement compact dans X. Alors la suite 
des itérées f n converge, pour la topologie compacte ouverte vers une application constante 
z i— y b, où b est l’unique point fixe de f. 

Démonstration. On déduit facilement du fait que /(X) est relativement compact dans 
X qu’il existe un ouvert U relativement compact dans X tel que /(X) C U C X. Comme 
f envoie X dans U, on a, pour tout x G X, pour tout y G X, 

cu(f{x), f{y)) < c x {x,y). 

D’après le théorème 4.2, il existe une constante k < 1 telle que 

cx(f(x),f(y)) < kcu(f(x),f(y)). 

On trouve alors 

cx(f(x),f(y)) < kc x (x, y). 

En utilisant ce résultat pour y = f(x), et en itérant, on en déduit que, pour tout n > 0, 

c x (f n (x), f n+1 (x )) < k n c x (x , f(x)). 

De façon tout à fait classique, on en déduit que, pour tout a G X, la suite des itérées 
(/ n (a)) est une suite de Cauchy pour ex sur /(X) qui est compact. Elle converge donc 
vers b qui est l’unique point fixe de /. 
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